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Introduction

1. Notations

Dans tout ce qui suit, sofe ¢ R" un ouvertn > 1. En général, les éléments de
Q seront notés, y, ... avecx = (X)1<i<n, Y = (Yi)1<i<n- Dans quelques exemples,
les éléments d& seront notést(x) out représente une variable réelle (le temps) et
x € R,

1.1. Deérivées partielles du premier ordre. Soitu € C}(2). On utilisera les
notations suivantes pour la dérivée partiellexenQ) par rapport a;:

1.2. Dérivées partielles d’ordre suggrieur. Pour les dérivées partielles d’ordre
supérieure d’une fonction € CX(Q) on utilisera les multi-indices. Umulti-indice
est un élement € Nj. Pour tout multi-indicer on définit

DU(x) := d"u(x) := ﬂ(x),

— qa an
axi .. .axn
oulal := Y, a; < kest lalongueurdea.

1.3. Deérivées totales.La dérivée total@udérivée de Fréchaiu simplement la
dérivéed’une fonctionu € C(Q) en un pointx € Q est notéebu(x). Par définition,
la dérivée totale est une application linéaireRfedansR. Cette application linéaire
peut étre identifiee a un vecteur BB qu’on appelle aussi lgradientdeu enx, noté
Vu(x). On a

V09 = (5:09)

La dérivée secondé’une fonctionu € C?(Q) est la dérivée de la fonctiodu e
C(Q; RM), et elle est noté®?u. Par définition, c’est une application linéaire Re
dansR" ou bien une application bi-linéaire @ x R" dansR. On peut identifier la
dérivée seconde en un poxt Q a une matrice dank™" qu’on appelle lanatrice

5

1<i<n’
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hessiennenotéeH,(x). On a

On ne va pas considerer des dérivées d’ordre supéri2ur a

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

o%u

Hu(X) = (5Xi(9Xj

()1 j<n-

2. Exemples déquationsa dérivées partielles

L'équation de transport.
W(t,X)+bu(t,x) =0, t>0, XeR,
{ u(0, x) = g(x), x e R.
L'équation de Hamilton-Jacobi.
W(t,x) + f(Vu(t,x)) =0, t>0, xeR",
{ u(0, X) = g(x), X e R"
Loi de conservation.
ou(t, X) + 0xf(u(t,x)) =0, t>0, xeR,
{ u(0, x) = g(x), xeR.
L'équation de Laplace.
—Au(x) = f(x), xeQ,
{ u(x) = 0, X € 0Q.
L'équation de Poisson.
-Au(x) =0, xeQ,
{ u(x) = g(x), xeoQ.
L'équation de la chaleur.
W(t,X) — Au(t,x) =0, t>0, xe Q,
ut,x) =0, t>0, Xxe oQ,
u(0, x) = g(x), X e Q.
L'équation des ondes.
Ue(t,X) — Au(t,x) =0, t>0, xe Q,
u(t,x) =0, t>0, Xxe 0Q,
u(0, x) = g(x), XEQ
(0, X) = h(x), X € Q.



CHAPITRE 1

Equations a dérivées partielles du premier ordre

SoitQ c R"un ouvert et soif : Q xR xR" = R, (x,u, p) — F(X u, p) une
fonction de class€?. L'équation a dérivées partielles du premier ordrd’éguation

(1.2) F (X%, u(x), Vu(x)) = 0 pour toutx € Q.
Cette équation est parfois complémentée d’une comditia bord”:
(1.2) u(x) = g(x) pour toutx € T,

ou I' est un sous-ensemble du bai® etg : I' — R est une fonction donné.
ParfoisI" est seulement un sous-ensemble(@edans ce cas la condition (1.2)
n'est pas forcément une condition au bord, mais on peupé&bgy une condition

complémentaire.

Dans ce chapitre on veut essayer de résoudre I'équatibh @lus précisement,
on cherche unsolution classiquec.a.d. une fonctiom € C(Q) tel que I'eéquation
(1.1) est vérifiee. Dans certains cas, on exige aussugu€(Q) est queu vérifie
aussi la condition complémentaire (1.2).

On verra dans ce chapitre que I'équation a dériveesgbag du premier ordre
n'admet pas toujours une solution (classique). Ceci mameeditérence par rap-
port a la théorie des equationsfdrentielles ou le théoreme de Peano ou le theoreme
de Cauchy-Lipschitz impliquent qu’on a toujours une soluitlassique locale sous
de tres faibles hypothéses. On verra aussi que la notisoldéon classique ne it
pas en général et on va introduire une notiorsdieition faibleou solution intégrale

1. La méthode des caradristiques

On fait une premiére observation importante concernaptdéleme (1.1). On
suppose qua € C}(Q) est une solution classique de (1.1).

Soitx: | — Q une courbe de clas€ définie sur un intervallé c R. On pose

Z(s) := u(x(s)) et p(s) := Vu(x(s)).
Pour un moment, on va supposer que C2(Q). Alors les fonctiong et p sont de

classeC? surl, 'une a valeurs réelles, I'autre a valeurs vectorigllEn dérivant les
deux fonctions par rapports on obtient

CEDWCORICEDIICHIC
=1 j=1
7



8 1. EQUATIONSA DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

etpourtoutj=1,...,n,

pi(9) = Z I ax, (X(9)) 5(9).
Puis, en dérivant I'équation (1.1) par rappont;aon obtient

0 = ﬁ(x,u(x),Vu(x))+ﬁ(x,u(x),Vu(x))@(x)+
OX; 6Xj

+ Z a—(x U(¥). Vu() > ax,( X).

Supposons que la courlxeest choisie telle qu&(s) = V,F(X(s), z(s), p(s)). Alors
on peut simplifier les trois équations ci-dessus. Les fonstx, z et p vérifient
un systeme d’équationsftérentielles, dit lesysteme des équationgférentielles
caractéristiques

xi(9) = a—F_(x(s),z(s), o) (1<j<n).

Z(s)

Z ~(X(9) 29, P(9) ()

pi(s) = —a—Xj(X(S), A(s), p(9)) -

-T2, M) S (1< <)

Ce systeme peut servir a montrer I'unicité et I'existene solutions, et méme pour
résoudre I'équation (1.1). En fait, la fonctidhet donc les dérivées partielles Be
sont connues. On essayera donc de résoudre ce systerobtend’ ainsi une courbe
X, la fonctionz (c’est la fonctionu restreint a cette courbe) et la fonctipr(c’est le
gradient deu restreint & cette courbe). Si on trouve "assez” de courlogsnoe
solutions, dans le sens que la réunion des images de tmgesarbes est todt, on
peut espérer de pouvoir trouyeonstruire une solution de notre equation de départ
(1.1).

ExempLE 1.1. Essayons de résoudre I'équation

(1.3)

XluX2 - X2uX1 = u, Xl, X2 > 0’
u(x1,0) = g(x1), x>0.

Ce probleme est enffet une EDP du premier ordre et donc un cas particulier de
(1.1) et (1.2).
Si on définit I'ouvert

= {(x, %) € R?: X1, X > O},
et si on définit la fonctiorF : Q x R x R? — R par

F (X1, X2, U, P1, P2) = X1 P2 — X2P1 — U,
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alors on voit que le probleme (1.3) est un cas particuliepchbleme (1.1). Les
equations dtérentielles caractéristiques sont

Xi(s) = —%A(9),
X(s) = xu(9),
2(s) = —X%(9)pu(9) + xa(9)p2(9) = A9),

avec données initiales
x1(0) = x> 0, x2(0) = 0 etz(0) = g(x).
On obtient comme solution de ce systeme d’équatiofigréntielles:
(X1(9), X2(s)) = (x coss, x sins) et
2s) = €9(x).

Si on veut alors calculer la solutiandu probléme (1.3) en un poinky, x;) € Q,
alors il faut encore résoudre le systeme

X1 = X COSS,
X, = XSsins,

c.a.d. calculex et sen fonction dex; et x,. On obtient

2 2 X2
X= 4/X]+ X ets= arctan—.
X1

Finalement, on peut calculer la solutiomu probleme (1.3):

U(Xe, %) = 9(4/32 + Q)" (¥, %) € Q.

On vérifie que c’est vraiment une solution du probleme)1.3

Par la méthode des caractéristiques, on peut aussidésbaquation de trans-
port linéaire.

Tueoreme 1.2 (Equation de transport linéaire a @ogents variables)Soient
g, b € CY(R) tels quesup,; [b(X)| < 0. Alors il existe une unique solution &
C([0, ) x R) du probléme

{ Au(t, X) + b(x) d,u(t,X) =0, t>0, XxeR,
u(0, x) = g(x).

DemonsTrATION. L'€quation de transport est une équation d’évolutidiou la
variablet pour le temps et la variabbepour 'espace. Mais pour utiliser la notation
de 'EDP du premier ordre (1.1), on va remplatgyar X, et x par x;. L'équation
(1.4) devient

(1.4)

L5) { OxoU(X0, X1) + 0(X1) Oy, U(X0, X1) = 0, X >0, X; € R,

u(0, x1) = g(xa).
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Si on poseQ = {(Xo, X1) € R? : X > 0} et si on définitF : QxR xR? - R
par F(Xo, X1, U, Po, P1) := Po + b(X1)p1, alors on voit que I'équation (1.5) est un cas
spécial de I'equation (1.1).

Unicité: Soitu une solution du probleme (1.5).

Les équations dierentielles caractéristiques pour ce probleme sont:

%(9) = 1
x(s) = b(x(s)),
Zs) = po(9) + b(xa(s))pa(s) = 0.

La derniere égalité suit de la définition deet du fait queu est une solution de
(1.5). Le probleme (1.5) étant linéaire, il fAtide résoudre ces trois équations
différentielles qui sont indépendantes des équatidtéreitielles poupg et p;.

Pour les données initialeg(0) = 0, x;(0) = x € R et z(0) = u(0, X) = g(x) on
obtient:

Xo(9)
Z(s)

S,
2(0) = g(x).

En particulier, on sait que toute solutianest constante sur toute courbe car-
actéristique.

En général, on ne peut pas résoudre I'equatigfedintiellex;(s) = b(xi(s))
explicitement, mais d’aprés la théorie des équatiorfeintielles (théoreme de
Cauchy-Lipschitz, existence d’'une solution maximale) ait que cette équation
differentielle admet pour toute donnée initial€0) = x € R une solutionunique
définie pour touts € R (utiliser queb est localement lipschitzienne et globalement
bornée).

Le méme argument montre que pour tout poiat k1) du demi-plar il existe
une courbe caractéristigumiquequi traverse a la fois le poinkg, x;) et un point
unigue de la forme () pour unx € R (utiliser quexy(s) = s et quex; est définie
globalement).

La solutionu étant constante sur toute courbe caractéristiq(, x;) est alors
détérminée par la valeur deen (Q x), c.a.d. pag(x). Ceci montre I'unicité d’'une
solutionu de I'équation de transport.

Existence On utilisera les équations caractéristiques pour déafimicandidat de
solution. On repete ce que I'on vient de dire sur les coudagactéristiques: pour
tout point o, X;) du demi-planQ il existe une courbe caractéristiquaiquequi
traverse a la fois le poinig, X;) et un point unique de la forme (&) pour unx € R.
Alors, étant donné un poinkg, x;) € Q, on prend cette courbe caractéristique et le
point (Q X) sur cette courbe, et on définit

U(Xo, X1) := d(X).

En exercice, démontrer que la fonctiominsi définie est de clas§® et qu’elle est
solution de I'équation de transport. O
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RemarQuUE 1.3. On montrera de la m&me maniére que pourdgpbt f € C1(R)
tel que sup.; [b(X)| < oo le probleme non-homogene

u(0, x) = g(),

admet une solution unique.

{ Au(t, X) + b(x) d,u(t, x) = f(t,x), t>0, xeR,

ExempLE 1.4 (Le cas de cdicients constants). Pour tagie C1(R) et toutb € R,
I'équation de transport linéaire a déieients constants

ou(t,X) + boyu(t,x) =0, t>0, xeR,
{ u(0, x) = g(x),
admet une solution unique. Celle-ci est donnée par
u(t, x) := g(x —tb).

Les équations diérentielles caractéristiques sont ici particulieratrgmples:

X(s) = 1,
X(s) = b,
72(s) = 0.

Comme dans la démonstration du Théoreme 1.2 on faitrtifieation x; < t et
Xy & X
Plus généralement, le probleme
ou(t, X) + boyu(t, x) = f(t,x), t>0, XeR,
u(0, x) = g(x),

admet la solution unique donnée par

t
u(t, x) = g(x— bt)+f f(r,x—bt+ br) dr.
0

2. Lois de conservation, solutions irgrales
2.1. Le mockle. On considere I'equation a dérivées partielles
{ u+ f(uy=0, t>0, xeR,

(1.6)
ui0,x) = g(x), xeR,

ou f, g € C}(R) sont des fonctions données. En fait, dans la suite on sepmaosy

est seulement continue ou qgest mesurable et localement bornges L5 (R).
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On veut utiliser la méthode des caractéristiques pourtreounicité et existence
de solutions. Si on refait I'identification « Xy et X « X;, alors les équations
différentielles caractéristiques pour le probleme (1.8} so

X(s) = 1,
x(s) = F'(=9),
%) = O.

Ces trois équations sont déja indépendantes des iesigbet p;. Il ne faut donc
ni écrire ni résoudre les équationdférentielles poupg et p;. Les trois équations
différentielles poukg, X; etz sont complémentées de conditions initiales:

%(0)=0, x(0)=xeRetz(0)=g(x).
Alors on obtient comme solutions:
X(s) = s
X1(S) X+ £(9(x)s.
2s) = 9(x).

En particulier, les courbes caractéristiques sont deiedroetu est constante sur
toute courbe caractéristique.

2.2. Léquation de Burger. Un cas particulier d’'une loi de conservation est

I'équation de Burger:
uW+uu, =0 t>0, XeR,
(1.7) { t

u(0,x) = g(x), xeR,

Cette équation est un cas particulier d’une loi de consienvai on posef (u) = U?.

Les courbes caractéristiques sont les droites

(x1(9), X2(9)) = (s, X+ 9(X)9)
avecx € R donng, et = g(x) sur chaque droite caractéristique.

ExempiE 1.5. Si

0, x<0,
9(x) =
X, x>0,

alors les courbes caractéristiques sont données par
(s, %) Si Xx(0) = x <0,
(s X(1+5s) six(0)=x>0.

Pour tout point X;, X2) € R, x R il existe une courbe caractéristique unique qui
passe parxy, X») et un point de la forme ().

(X1(8), X(9)) := {
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7

X

Ficure 1. Courbes caractéristiques pour I'exemple 1.5

La solutionu dans cet exemple est donnée par

0, x<0,
u(t, x) :=

X
o1 X>0,

ExempLE 1.6. Si

1, x<0,
gx¥):=¢ 1-%x O<x<1,
0, x>1,

alors les courbes caractéristiques sont données par
(s x(1+9) Si X;(0) = x< 0,
(X1(9), %2(9) :i=13 (5s+(1+9x%) siO<x(0)=x<1,
(s, X) Si X(0) = x> 1.

On voit dans cet exemple que les courbes caractéristiqirgersectent dans

t

X

Ficure 2. Courbes caractéristiques pour I'exemple 1.6

l'ensemble{(t,x) : t > 1}. Il n’est plus possible de définir une solutiondans
cet ensemble a partir de la méthode des caractéristiques
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La solutionu dans I'ensemblg(t, x) : 0 <t < 1} est donnée par

1, x<tetO<t<1,
utx) =4 =, 0st<x<l
0, x>1letO<t<1
La solutionu n’est pas définie pour> 1!
ExempLE 1.7. Si
(=] =0
X) =
g 1, x>0,

alors les courbes caractéristiques sont données par
(s, x(1+9) Si Xx(0) = x< 0,
(X1(9), %2(9)) :=1¢ (S, s+ (L+9X) sSiO< x(0)=x<1,
(s, %) Si Xx(0) = x> 1.
On voit dans cet exemple que les courbes caracteristigueoueent pas le

X
Ficure 3. Courbes caractéristiques pour I'exemple 1.7

demi-planQ; en particulier, il n’est pas clair comment définir une swo u dans
'ensemble((t, X) : 0 < x < t}. Donc, on ne peut pas donner une solution gox0.

2.3. Solutions inggrales, condition de Rankine-Hugoniot.Dans ce para-
graphe, on définit le demi-plan ouvet:= {(t, X) € R? : t > 0}. On écritu € C}(Q)
siu € CY(Q) et siu et ses dérivées partielles sont continuegxuPour une fonction
¢ € C*(Q) on définit lesupport

suppy = {X € Q: ¢(X) # 0} c Q.
Puis on définit 'espace
D(Q) := CX(Q) = {p € C(Q) : suppy C Q est compagt

Les élements d®(Q) sont lefonctions de tegturQ, etD(Q) est 'espace des fonc-
tions de test suf.
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Siue C1(£_2) est une solution (classique) de la loi de conservation)(&alérs
une intégration par parties impliqgue que pour toute fancte testy € D(Q) on a

o
Il

‘f_(ut + f(u)x)e dx dt
Q

_LLWU% dtdx+L[U¢]§0 dx—
_fooo‘fRf(U)‘Px dx dt+ fom[f(u)‘ﬁ];i_m dt

- f (Ugy + F(U)gy) dX dt— f 9(¥(0. ¥) dx
Q R

Dernirion 1.8. On dit queu € '-Fé’c(f_ll est unesolution intégraledu probleme

(1.6) si pour toute fonction de tegte D(Q) on a

f_(wt + f(U)py) dx dt+ fg(x)go(o, X) dx = 0.
Q R

Remarques 1.9. (a) Siv € LfgC(Ri) est une fonction telle que

fvsodxdtzo
Q

pour touty € D(Q), alorsv = 0. Ce fait va étre démontré plus tard. B

(b) Siu est une solution intégrale du probléme (1.6) et si en plus C}(Q),
alorsu est une solution classique du probleme (1.6); flisd’intégrer par parties et
d’utiliser la remarque (a) pour voir ¢a.

Comment calculer des solutions intégrales? Supposorisegiste une courbe
C : t & (t,x(t)) de classeC! qui divise le demi-plar2 en deux sous-ensembles
Q_={t,x) e Q: x<x({)}etQ, :={(t,x) € Q: x> x(t)}. Supposons qu’il existe
une solution intégrala € L. () qui est en fait une solution classique a l'interieure

deQ_ et deQ,. On suppose que pour (presque) tewt O les limites

u.(s) := (t,x)llr(?x(s» u(t, x)
(t.X)eQ+
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existent. Alors la définition de solution intégrale etdarfiule de Green (intégration
par parties danR") impliquent que pour toute fonction de test D(Q) on a

0 f (gt + F(U) + f 9(9¢(0, %) dx

x(0)
f ot [ g00(0.%) dx+ f (U +
Q — Q-

(%)
00

o [ uar [ ge0.%) dx+ f f (U

+ x(0)

X(0)
g f upn+ [ g96(0.) dx-

hhhh‘

f(u)XSO + f Upvyx —
0.

W + f Upvy + g(X)go(O, X) dx—
. Q. x(0)

- f f (U)o + f Uovi,
Q, 0Q,

ou vy ety désignent les deux coordonnées de la normale exté@eQreouQ, . Les
intégrales sur les bords sont des intégrales par rapgdartmesure de surface.
Rappelons qua est solution classique dafs etQ,. On a donc

f (U + T = O.
Qp

La frontiere deQ2_ consiste des deux courbEs := {(0,x) : x < x(0)} etT" :=
{(s,x(s)) : s > 0} qui sont paramétrées par les fonctions: (—oo, X(0)] — RZ
s (0,9 ety : [0,00) = R?, s (s X(9). Lintégrale sur la frontiére d€._ est

donnée par
f Upvy = fU(,OVt-FfUQOVt
I_ r

i X(0)
[ Uy -(9)ely_ (M- (S) ds+

(%)

+ foo u(y(s))so(y(s))vt(')’(S))b/(S)| ds
0

SurT_on av; = -1 etvy = 0, ce qui implique

x(0) X(0)
f Ugv = — f WO, Xe(0.%) dx=— [ g(x)e(0.%) dx
l—‘7 —_

(o) —00

Surl on av; = —ﬁ etv, = \/ﬁ ce qui implique,

fr Ugv, = — fo " U(s X(9)e(s X)X ds
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et
fr f(Ugv = fo F(U(s X(9)e(s X(9) ds

La frontiere deQ, consiste des deux courb&s := {(0,x) : x > x(0)} etT’

comme défini ci-dessus. On notera seulement quE lunormale extérieure change
maintenant de signe (par rapport a la normale extérigxe. On obtient finalement

0 - fo T(F(U(s X(9) — F(U(s X(O)))e(s X() ds—
- fo (U8 X(9) - U (S X(9))e(s (XS ds

Cette égalité est alors une condition nécessaire et suffisante (il stfit de refaire
le calcul ci-dessus inversement) pour qusoit solution intégrale. Cette égalité est
vraie pour toute fonction de tegte D(Q) si la condition suivante est vérifiée:

(1.8) U, — U)X = (f(u.) — f(u.)) pour touts > 0.

Cette condition est appellé kondition de Rankine-HugoniotSi on connait les
fonctionsu, etu_ (et siu,(s) # u_(9)), alors la condition de Rankine-Hugoniot
est une équation fierentielle pour la fonctiorx. Elle nous permet de calculer
éventuellement la courbeet donc une solution intégrale.

ExempLe 1.10. On reconsidere I'équation de Burger (1.7) avec @ennitiale
comme dans I'exemple 1.6. En fait, dans I'exemple 1.6, ogja définit une solution
upour 0< t < 1. Il suiffit de prolonger la solution en une solution intégrale pour
t > 1. Alors, on veut en fait résoudre I'équation de Burgermawdonnée initiale

1, x<1,

90x) = u(t.x) {o,x>a
Soit u une solution intégrale de I'équation de Burger pour cdtianée initiale, et
soit X : R, — R une fonction telle quex(0) = 1 (le point de discontinuité de la
donnée initiale) et telle queest solution classique dans les ensemfles: {(t, X) :
x> X(t)} etQ_ = {(t, X) : X < x(t)}. En fait, par la donnée initial on voit que= 0
dansQ, etu =1 dans2_. La condition de Rankine-Hugoniot devient,

(9 =-2 s»0,

Ea

parce quef (u) = $u?. Donc,x(s) = 1+ 3s.
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t 7

A/ A

X

Ficure 4. Courbes caractéristiques pour I'exemple 1.10

Une solution intégralel de I'équation de Burger avec donnée initiale comme
dans I'exemple 1.6 est alors
1, x<tetO<t<1,
1—
5 0<st<x<l,
ut,x):=<¢ 0, x>letO<t<1,
+1
1 =,
t+1
5.

-

, t>1letx<

0, t>1letx>

Remarque 1.11. En général, les solution intégrales ne sont paguasi Par

exemple,
0, X< %,
u(t, x) ;= A
1, X > 5
et
0, x<0,
ut,x) ;=4 1, 0<x<t,
1, x>t

sont des solutions intégrales de I'equation de Burgec aannée initiale comme
dans I'exemple 1.7.

3. L' équation des ondes en une dimension

3.1. L'équation des ondes suiR. Nous considérons I'équation des ondes en
une dimension:

Ue(t, X) — Ugx(t,X) = 0, t>0, XeR,
(1.9) u(0, X) = up(x), X € R,
W(0, X) = uy(X), X € R.

Les fonctionaug, U; : R — R sont données. L'équation des ondes est une équation
a dérivées partielles du deuxieme ordre, mais on pe@derire comme un systeme
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d’équations a dérivées partielles du premier ordre oBserve qu’on peut factoriser
I'équation (ou 'opérateur diierentiel) des ondes:
g ad.,0 0
— 4+ —)(= — —)U=Ug — Uy = 0.
Gt 300G~ gt T e U
Si on posev(t,x) = (% - aix)u(t, X), alors on obtient un systeme d’équations de
transport pour les fonctionset v:

Vi +Vy =0, t>0, xeR,
U — Uy =V, t>0, XxeR,
V(0,X) = uy(X) — up(X), X€R,
u(0, X) = up(x), X € R.

Comme dans 'Exemple 1.4, on obtient comme solution:
v(t, X) = a(x—1t),
oua(x) = v(0, x), et

u(t, x)

t
uo(x+t)+f V(t,X+t—1)dr
0

t
uo(x+t)+f ax+t-2r)dr
0

X+t
Ug(X +t) + % f a(r) dr.

—t
Par définition,

a(x) = v(0, X) = (0, X) — ux(0, X) = us(X) — Up(x), XxeR.
On obtient alors la solution de I'equation des ondes par la formule de d’Alembert:
X+t
(2.10) u(t,x) = %(uo(x +1) + Ug(x—1)) + %f uy(7)dr.
X—t

TukorEME 1.12. Pour tout € C2(R) et tout y € C*(R) I'equation des ondes
(1.9)admet une solution @ C?(R, x R) unique. Celle-ci est donnée par la formule
de d’Alember{1.10)

3.2. L'équation des ondes sur un intervalle borg. On considere maintenant
I'équation des ondes sur un intervalle borné avec camakitau bord de Dirichlet:

Ue(t, X) — Ug(t,X) =0, t>0, xe (O,L),
ut,0)=ut,L)=0, t>0,
u(0, X) = up(x), x e (O,L),
W(0, X) = ug(X), x € (O,L).
Ici, les fonctionaug, u; : [0, L] — R sont données.

(1.11)
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Le probleme (1.11) est aussi I'équation d’'une corde vitgal'intervalle (QL)
représente la corde, la valeuft, xX) le déplacement (en direction orthogonale) en
tempst > 0 d’'un pointx de la corde. La condition au bord de Dirichlet veut dire
que les deux extrémités de la corde sont fixées (pas daapent possible). La
fonctionup est le déplacement initial de la corde, la fonctigrest la vitesse initiale
de la corde.

TukoreEME 1.13. Pour tout @ € C?([0, L]) tel que @(0) = uy(L) = 0 et pour tout
U, € CX([0, L]) il existe une solution & C?(R, x [0, L]) unique du problémél.11)

DemonstrATION. Unicité: Par linéarité, il séit de montrer que sil est une so-
lution de (1.11) pour les données initiales = u; = 0, alorsu = 0. Soit doncu
une solution pour ces données initiales. On prolonge latieol u en une fonction
impaire (par rapport a la variabb® surR, x [-L, L] et puis en une fonctionl2
périodique (par rapport a la variabt¢ surR, x R. La fonction ainsi obtenu est une
solution de I'équation des ondes fRur(probleme (1.9)) pour les données initiales
Up = U; = 0. Par unicité (Théoreme 1.12), oua 0.

Existence: On prolonge les fonctiong, et u; en des fonctions impaires sur
l'intervalle [-L, L] et puis en des fonctionsL.2périodiques sur touR. Les fonc-
tions qu’on obtient ainsi seront aussi appelégst u;. On définitu comme dans la
formule d’Alembert. Alors on montre facilement que la regton de cette fonction
ual’ensembleR, x [0, L] est une solution du probleme (1.11). ]

4. Commentaires sur le deux@me chapitre

On récapitule ici quelques propriétés des équatioderivées partielles du pre-
mier ordre qu’on a vu dans ce chapitre:

- On a vu que la méthode des caractéristiques nous donneasgsiilité de
résolution explicite ou au moins une possibilité de datrer existence et (surtout)
unicité de solutions. Le probleme du premier ordre estiteé la résolution d’'un
systeme d’équationsfiierentielles.

- Néanmoins, la méthode des caractéristiques ne maahéopjours et on n'a
en fait pas toujours existence d’'une solution classiquee€mbligé de considérer
des solutions faibles pour lesquelles on n’a pas toujouistén En général, pour
montrer unicité des solutions faibles, on a besoin d’'uetie supplémentaire.

- Les équations a dérivées partielles du premier oréreant pas régularisantes:
les solutions (si elles existent) ont la méme régularité les données initiales (voir
I'equation du transport linéaire). Si la donnée iniiast par exemple de clasgé
alors la solution est de clas€¥ aussi, mais en général pas mieux. Des fois, on
a méme une perte de régularité (voir 'équation de Borgen a vu des solutions
(intégrales) non continues pour des données initialasimaes.



CHAPITRE 2
L'op érateur de Laplace

Dans ce chapitre on va étudier le probléme

AU(X) — Au(x) = f(x), xe Q,
2.1) () () = f(x)

u(x) = g(x), X € 0Q,
ouQ c R"estunouvertd e R, f : Q - Retg: dQ — R sont des fonctions
données, eA est I'opérateur de Laplace

5 d%u
Au(X) = Z a—Xiz(x).

i=1
1. Convolution et régularisation
SoitQ c R" un ouvert. On définit
Li.(Q) == {u: Q — R : ulk € LY(K) pour toutk c Q compack
I'espace des fonctions localement intégrables (par rd@pla mesure de Lebesgue)

surQ. Cet espace contief(Q) (1 < p < o) etC(Q).

On définit aussi
D(Q) :=C(Q) :={p € C7(Q) : suppy C Q et suppp compack

I'espace des fonctions de test surlci,
suppy := {x € Q: ¢(x) # 0} (fermeture dan&")

est lesupportd’'une fonctiony € C*(Q).

ExempLE 2.1. Soit
explia), X2 = T ¢ <1,

#09= { 0, X2 > 1.

Alors ¢ € D(R").
DeriNrrion 2.2 (Convolution). Pour toute fonctiohe Lt (R") et toute fonction

testy € D(R") on définit laconvolution f« ¢ : R" — R par

fre(¥) = f(x=y)e(y) dy

RN

fR HO)ex-y) dy, xR

21
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ProposrTion 2.3. Pour toute fonction € L (R") et toute fonction test € D(R")

|
ona fx¢e C®(R") et *
D)=+, xer
0%, A= ox '

DemonsTtrATION. COntinuité de la convolution:

FrgOcrm) = Frg0il = | [ 10)plx+h=y) = e(x=y) d

< fRnH(y)n«p(xm—y)—«p(x—y)|dy
- 0 (h—-0),

parce quef est localement integrable,est continue et a support compactyét +
h-vy) — ¢(x-Yy) lorsqueh — 0, uniformément erx, y € R".
Différentiabilité de la convolution:
f+o(X+heg)— f (X
h

- [ f(y)¢(x+he—?]/)—so(x—y) dy

> [ 1) gE-y) dy

_ O .
= f*a—)q(X) (h—0),

parce quef est localement intégrable,est continument diérentiable et a support
compact, e®M8A-e0D _, 2 (y _ y) Jorsqueh — 0, uniformément e, y € R".

On a donc démontre que la convolutiérx ¢ est continue et que les dérivées
partiellesai)q(f %) existent en tout point € R". Commea%(f *() = f*g—)ﬁ et comme
g—j: € D(RM), les dérivees partielles sont toutes continues, et dong € C1(R"). Le
fait que f = ¢ € C*(R") suit maintenant d’'un argument de récurrence. O

Dans la suite, si2 ¢ R" est un ouvert et st > 0, alors on définit
Q. = {xe Q:dist(x,0Q) > &}.
Ici, dist(x,A) := inf{|[x —y]| : y € A} est la distance entre un poirte R" et un
ensembleA c R".

DeriNrrion 2.4 (Convolution). Pour toute fonctioh e Lt () et toute fonction

testy € D(R") tel que supp € B(O, £) (boule fermé de centre 0 et de rayon- 0)
on définit laconvolution fx ¢ : Q, — R par

e p(x) = f fY)e(x—y) dy, xe Q..

Proposirion 2.5. Pour toute fonction f L, .

tel quesuppy € B(0, €) on a fx ¢ € C*(Q,) et

(Q) et toute fonction test € D(R")

(%(f c Q) = f j—z(x), e,
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DemonstrATION. Cette proposition se demontre de la méme fagon que faoPro
sition 2.3. ]

2. Fonctions harmoniques et principe du maximum
DirNiTION 2.6. On dit qu’une fonctiom € C2(Q) estharmoniquesi —Au = 0.

Pour la suite on va introduireititégrale moyenneSoit B(x, r) c R" la boule de
centrex et de rayorr, et soitdB(x, r) la sphere de centneet de rayorr. Pour une
fonction intégrablas : B(x, r) — R l'intégrale moyenne est

1
f u(y) dy = — f u(y) dy,
B(xr) Mwn Jexr)

ou r"w, est le volume de la boule de rayoret w, est le volume de la boule unité
dansR".

Pour une fonction intégrable: 6B(x,r) — R (ou intégrable veut dire intégrable
par rapport a la mesure de surface) I'intégrale moyente es

1
f W)= [ u)dow),
AB(x,r) On-1 JoB(xr)

our™lo,_; estle volume de la sphére de rayoat o,_; est le volume de la sphére
unité danR". Notons qu’on axw, = on_1 (VOir 'annexe sur la mesure de surface).

TukorEME 2.7 (Egalités de la moyenne$oit ue C?(Q) harmonique. Alors pour
tout xe Q, r > 0tel queB(x,r) c Q (boule fermé!) on a

(2.2) u(X) = Jg( uty) dy
et
(2.3) u(x) = JfB( uly) drt).

DEMONSTRATION. Soit u € C?(Q)). Pourx € Q etr > 0 assez petit on pose
d(r) = J%B(X,r) u(y) do(y). Alors la substitutiory = x + rz donne

1
uly) d
o f R
= ! f u(x + rz) do(2).
Nwn JsB(0,1)

En conséquent, la formule de Green implique

O(r)

Q'(r) = 1f Vu(x+rz) -z do(2)
Nwn JsB(0,1)
1

(2.4) = f Au(x +rz) dz
B(0,1)

Nwn
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Dong, siu € C?(Q) est harmonique, alo® est constante. Ceci implique

o(r) = lima(h)

h—0

= lim u do
I Jg B(x,h) (y) (y)

par continuité del.. On a donc démontré la deuxieme égalité de la moyenne.
La premiere égalité de la moyenne vient de la deuxiemat#isant les coor-
données polaires:

1
f u(y) dy : f u(y) dy
B(X.r) wnl B(X.r)

1 I
- L f f u(y) dor(y) ds
wnl™ Jo JoB(xs)
1 I
= f o187 u(X) ds
0

wnpl"

On-1
= u(Xx
o (¥)

= u(x).

O

_ TueoreME 2.8. Soit u e C(Q) tel que pour tout xe Q et tout r > 0 vérifiant
B(x,r)cQona

w0 =f uy)dos)
aB(xr)
c.a.d. u vérifie 'égalité de la moyenne. Alorg C*(Q2) et u est harmonique.

DimonsTrATION. On montre d’abord que si € C?(Q) vérifie I'égalité de la
moyenne, alorsl est harmonique. Pour cela, on définit la fonctibromme dans
la demonstration du théoreme 2.7. La fonctiovérifiant I'égalité de la moyenne et
'égalité (2.4) impliquent

0=d'(r) =

1
f Au(x +rz) dz
Nwn Jp(0,1)

Siun’est pas harmonique, alors il existe= Q tel queAu(x) # 0; on peut supposer
queAu(x) > 0. Par continuité, il existe > 0 tel queAu(y) > 0 pour touty € B(x, r),
une contradiction a I'eégalité ci-dessous. Donc, toatecfionu € C?(Q) vérifiant
I'égalité de la moyenne est harmonique.

Il reste alors a montrer que toute fonction continue etfia@t I'egalité de la
moyenne est de clas€g°. Soity € D(R") la fonction de test de I'exemple 2.1,
multiplié par une constante > 0 de sorte quefRngo = 1. Poure > 0 on pose

0:(X) = e p(x/€) (x € R". Alorson af, ¢. = 1 et supg, < B(0,&). Pour tout
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X € Q. on a, par Fubini, la définition dg, et I'égalité de la moyenne,

Uspu(X) = fB | Oy ay

0 eux-y) dy
) E

e" Jpos

_1r Yy
- 6nf0 LB(OJ)SO(S)U(X y) do(y) dr

1 (e 1
- 2 fo fa o C P X —Y) doy) dr

1 (7 1 ne1
= 8nfocexp(1_r2/82)nwnr u(x) dr

= u(x).
Donc,u = ¢, = usurQ,. Il suit de la Proposition 2.5 qudg, € C*(€.). Comme
e > 0 était arbitraire et comm@ = ., Q,, on obtientu € C*(Q). i

Les Théoremes 2.7 et 2.8 impliquent le corollaire remabi@ suivant.
CoroLLAIRE 2.9. Toute fonction harmonique est de classe C

Dermvirion 2.10. On dit qu’une fonctiom € C(2) estsous-harmoniqusi pour
tout x € Q et toutr > 0 vérifiantB(x,r) c Qon a

U < Jg( uty) dy,

Remarque 2.11. D’apres le Théoréme 2.8 une fonctioa C(Q2) est harmonique
si et seulement si et —u sont sous-harmoniques.

TueoremE 2.12 (Principe du maximum)Soit ue C(Q) sous-harmonique su®,
ouQ c R" est un ouvert borné. Alors:
(i) maxgu = maxq u.
(i) SiQ est en plus connexe, et s'il existgexQ tel que xy) = max; u, alors
u est constante.

DimonsTrATION. L'assertion (i) implique facilement I'assertion (i). $Lfit alors
de démontrer (ii).

Soit Xy € Q tel queu(xy) = max; u =: M. La fonctionu étant sous-harmonique,
ona

M = U(xo) < Jg( uy) dy
Xo,I

pour toutr > 0 tel queB(xo, r) ¢ Q. Ceci implique quel = M dans un voisinage de
Xo-

SoitA = {x € Q : u(x) = M}. D’aprés ce qu’on vient de demontrer, 'ensemble
A est ouvert et non-vide (commeg € A). En plus, par continuité de, A est fermé
dansQ. CommeQ est connexe, on obtient qée= Q, c.a.d. quai est constante sur
Q. |
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Dans la suite, on aura souvent besoin de la version suivarpémtipe du max-
imum.

CoroLLAIRE 2.13 (Principe de comparaisor§oient u, ve C(Q) deux fonctions
telles que u est sous-harmonique et v est harmonique@aBsu < v suroqQ, alors
u < vdansQ.

DemonsTrATION. La fonctionu — v est sous-harmonique dafisetu — v < 0 sur
0Q. D’apres le principe du maximum (Théoreme 2.12 (i)),iéepliqueu—v < 0
dansQ. O

On conclut cette section avec un résultat d’unicité peyorbbléme de Dirichlet.

CoroLLAIRE 2.14. SoitQ c R" un domaine borné. Pour tout ¢ C(Q2) et tout
g € C(0Q) il existe au plus une fonction@C?(Q) N C(Q) solution du probléme
{ —Au(x) = f(x), xeQ,

(2.5)
u(x) = g(x), X € 0Q.

DEmMoNSTRATION. Soientu;, U, € C?(Q) N C(Q) deux solutions de (2.5). Alors
U:= U — U € C?(Q) N C(Q) est une solution du probléme (2.5) pdue 0 etg = 0.
En particulier, la fonctioru est harmonique, c.a.di et —u sont sous-harmoniques.
D’apres le principe du maximuno, < 0 = max, U et —u < 0 = maxq(-u). Donc,
u=0, douu; = Us. O

3. Solution fondamentale
DerNtTION 2.15. Poumn > 2 etx € R"\ {0} on définit

—L log|x, n=2,
En(X) := { 2

1 —-(n-2
n(n—Z)a)n|X| o )’ nz 3’

oulx = (X xiz)% etwy = |B(0, 1)| est la mesure de Lebesgue de la boule unité dans
R". On appelleE, solution fondamentalde I'opérateur de Laplace daRs.

RemarqQuE 2.16. La fonctionE, et les dérivées partielle¥ E, sont localement
intégrables suR". En fait, on a

ID1Eq(x)| < Clx~ ™Y
et
ID2En(X)] < CIX™.
La dérivée seconde n’est pas intégrable en 0!
LemMmE 2.17. Pour tout n> 2, E, est harmonique darig" \ {0}.
DemonsTrATION. C’est un simple exercise. O

TueoreME 2.18. Soity € D(R") et soit u:= E, = ¢. Alors u e C®(R") et
—Au(X) = ¢(X) pour tout xe R".
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DemonstrATION. Par le Lemme 2.3, onae C*(R"), et pour toutx € R",
Au(x) = A(En * ©)(X) = En * Ap(X).

Donc, pour tout > 0,

AU(X)

| Esetx-y) dy

f EA()Ap(x—y) dy+ f E()Ag(x—y) dy.
B(0.¢)

RM\B(0,¢)

Une simple estimation donne

IA

| f Ex)Ap(X—y) dY < [A¢llon f Ea(y)l dy
B(0,) B(0.¢)

Ce?llogel, n=2,
Cé&2, n> 3.

Une intégration par parties str=R" \ B(0, ) implique
[ Eaec-ndy = - [ VE)Te(x-y) dy+
RMB(0,¢) RMB(0,¢)

% (x-y) dor
- ] B dot)

ou o est la mesure de surface sur la sph#B€D, ¢).
On estime que

IA

[ E)5Ex-y) doy)

9B(0,

1Vl f Ea)] dor(y)
9B(0,c

Cellogel, n=2,
Ce, n>3.

Une séconde intégration par parties Que R" \ B(0, £) donne

_ f VE,(y)Ve(x - y) dy f AEL()e(x— y) dy—
RMB(0,¢) RMB(0,¢)

- fa %En (y)o(x— y) dor(y)

B(0,5) dv

- - fa %En o(x — y) dor(y),

B OV
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parce queE, est harmonique suk" \ {0} (Lemme 2.17). Comme, pour toyte
0B(0, &),

oE, 3 Ly

_o L yyy

= Nwn IyI”)( Iyl)
)

on obtient alors
1
—j" VE.()Ve(x—y) dy = ————;Ij" o(x - y) dor(y)
RM\B(0,¢) Nwne 9B(0,)

- 3f o(x ) do(y)
9B(0,6)
S e(®) (e - 0)

parce quep est continue et parce qugB(og) do(y) = 1.
L'assertion suit. O

CoroLLAIRE 2.19. Soit n > 2. Pour touty € D(R") il existe une solution
C®(R") du probleme

—Au(X) = ¢(xX) pour tout xe R".
Une solution u est donnée paruE, = ¢.

DermNiTion 2.20. SoitQ ¢ R" ouvert etf € LY

loc
u € Li (R") unesolution faibledu probléme

(R"). On appelle une fonction

—Au(x) = f(x) pour toutx € R",

si pour toute fonction de tegte D(R") on a

- fRn u(x) Ap(x) dx = fﬂ f(X)e(x) dx

R

TuforEME 2.21. Pour tout fe LY(R") a support compact la fonctions E, =+ f €
Li.(R") est une solution faible du probléme

—Au(x) = f(x) pour tout xe R".
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DiEmMoNSTRATION. Soity € D(R"). Alors Fubini et le Théoreme 2.18 impliquent

fR u()Ae( dx = fR n fR En(x=y)f(y) dyAe(x) dx
= [ B e dx ) dy
~ [ [ Ey=08000 dx ) dy
- [ A€o0 dy
-~ [ eroay
Donc,u est solution faible. O

4. Le probleme de Dirichlet (fonctions de Green)

SoitQ c R" un ouvertrégulier (de class€?) tel que I'intégration par parties est
vraie dand2 (voir Annexe). Il existe donc une mesuresurdQ tel que pour tout,
ve Cl(Q)ettoutl<i<nona

fuaivdx:f uvv; dcr—faiuvdx
Q 0Q Q

Soientf € C(Q) etg € C(AQ). On veut résoudre le probléme de Dirichlet

{ ~Au(X) = f(x), xe€Q,

(2.6)
u(x) = g(x), X € 0Q.

Si Q est borné, alors on sait que ce probleme admet au plus Uugosou €
C?(Q) N C(Q) (Corollaire 2.14; c’était une conséquence du principerhximum).
Dans ce paragraphe, on veut montrer existence d’'une sojatiomoins sf2 est une
boule et au moins au sens faible.

Dans la suite,, désigne la solution fondamentale pour I'opérateur ddd@p

TueoreME 2.22 (Théoreme des trois potentielSpit ue Cz(f_z). Alors, pour tout
Xe Q,

w0 = = [ BUEL(-y) dy+
ou
o [ SOEx-y) o) -

- [ w2 Enlx- ) dort)
oQ 4
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DemonstrATION. On fixex € Q ete > 0 assez petit. Alors des intégrations par
parties impliquent

- [ BuEx-y) dy+ [ S OIE(x-y) dot) -
Q aQ OV
- [ w5 Enx-3) do)
aQ 4
0
= VUIVEx -y dy- [ ut)SEA-y) do)

_ f VU(y)VEA(x ) dy+ f VU(y)VEA(x — ) dy—
Q\B(x.&)

B(x.€)

- [ uSE -y drt) - [ ) Enx-y) doty) +
o0 v v

0B(x.€)

0
o] ) Ey) doy)

- - f U(Y)AEL(x —y) dy + f Vu(y)VEn(x - y) dy+
Q\B(x.€)

B(x.€)
—(X-Y)
[IX =yl

4 fa . UV ) do(y)

- f u(y) dor(y) + O(e)
0B(x.€)

— u(x) (¢—0).

TueoremE 2.23. On fait 'hypothese suivante:

il existe une fonctiod € C3(Q x Q), ® = O(x, ),
tel que pour tout x Q on a

-AyP(X,y) =0, yeQ,

O(x,y) = En(x—-y), yeoQ.

2.7)

On pose Gx,Y) := Ep(X—Yy) — (X, ).
Si ue C2(Q) N C(Q) est solution du probléeme de Dirichlé?.6), alors pour tout
XeQ

28) w9 = [ 100600 dy+ | g0)5-60x) dorty)



4. LE PROBIEME DE DIRICHLET (FONCTIONS DE GREEN) 31

DemonstrATION. Soit @ la fonction de I'hypothése (2.7). Des intégrations par
parties et la définition d& impliquent que pour tout € Q on a

- f AU()D(x.y) dy f (UYAD(X, ) — AUY)D(x. ) dy

[ wrz o0y dot) - [ U003 dy-
- [ Suomy) dow) + [ Tu)T,eecy) dy
oq oV Q

) o(xy) doy)

| w0y dot) -
0Q 4

0Q

0 0
[ w0y dot) =~ [ u) Eulx—y) drt)

Cette équation et le theoreme des trois potentiels oot que

w0 = - [ MOEx-Y dy+ [ ZEx-) dob) -

- [ s Ex-3) do0)
oQ 4

fg AU)(@(. ) — En(X— y)) dy+

+ fa ) u(y)%(d)(x, y) = En(x—y)) dor(y).

En remplacant-Au par f dansQ etu parg surdQ, et en utilisant la définition dé,
on conclut. O

DermnTion 2.24. On suppose que I'hypothese (2.7) est vérifiee. batfon G
définie dans le theoreme 2.23 s’appétiaction de GreepourQ.

_DerniTion 2.25. Soientf € C(ﬁ) etg € C(0Q). On appelle une fonction €
C(Q) unesolution faibledu probleme de Dirichlet (2.6) si;o = g et si pour tout
peDEQ)ona

- f U(X)Ap(X) dx = f f(X)e(X) dx
Q Q
RemarquE 2.26. Une double application du théoreme de Green (iat&m par

parties) montre que si € C?(Q) N C(Q) est une solution classique du probléme de
Dirichlet (2.6), alorau est aussi une solution faible.

TuEorREME 2.27. Soient f e C(ﬁ) et g € C(0Q2). On suppose que I'hypothese
(2.7) est vérifiee. Soit G la fonction de Green pdur Alors la fonction ue C(Q)
définit par

0
w0 = [ 16)60ey) dy+ | g0)56(xy) doty)
Q aQ v

est solution faible du probléme de Dirichl&.6).
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On ne démontre pas ce théoreme, mais on veut plutdt erogqiie dans un cas
simple, notamment € est une boule, on peut vérifier 'lhypothese (2.7).

ExempLE 2.28. SoitR > 0 etQ := B(0, R) une boule de rayoR dansR" (n > 3).
Soitx € Q. On doit trouver une fonctiod, € C2(Q) N C(Q) solution de

—AD,(y) = 0, yeQ,
Dy(y) = En(x—y), yeoQ.

Si x = 0, alors une fonction constante est solution de ce prohléng # 0, alors
on peut définir

(2.9)

R2x

X

~

et
Du(y) = (%)”‘ZEn(i -y), Yyeq,
noter quex™¢ Q et que® est donc bien définie. Comnig, est harmonique dans
R™\ {0}, la fonction® est harmonique dars3.
On montre queb,(y) = E,(x —Y) pour touty € 9Q et qued est donc la solution
cherchée.
Soity € 9Q, c.a.d.|lyll = R. On considere les deux trianglas := A(0,y, X) et

y

Ficure 1. Les pointx, X ety

A = A(0, x,y). Langle en point 0 est commun aux deux triangles. En plus,
IXI_ I Ryl

Iyl R Xl IXIF
par la définition de<”Comme les deux triangles ont un angle en commun, et comme
les proportions des cdtes voisins sont égales, les deungtes sont similaires.
On en déduit que
IX=yll _ IX=vl _ IX=l
R Iyl I
R . IXII o
T IX =i R IX =l

ou
IX=¥il =
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Donc,
En(X—Y) = Ox(y).
Commey € 9Q était arbitraire, on a résolu le probleme (2.9).

L'expression explicite de la solutioh, montre que la fonctio® (X, y) := D(y)
est de class€?, et qu’elle est donc la fonction cherchée dans I'hypah@s7).

RemarqQuE 2.29. L'exemple montre que pour la bouke= B(O,R) etn > 3, la
fonction de Green est donnée par la formule

e
P~y -2,

X — —(n—2) —

1
Gxy) = Nwn(n — 2)

5. Le probleme de Dirichlet (solution de Perron)

SoitQ c R"un ouvert bornég € C(92). Comme dans le paragraphe précédent,
on veut résoudre le probleme de Dirichlet

—-Au(x) =0, xeQ,
u(x) = g(x), xeoaQ.
Dans ce paragraphe, on va étudier la méthode de Perronéfrit th famille

(2.10)

S(g) = {veC(Q):vestsous-harmonique dafs
etv < g suroQ}.

Cette famille est non-vide, parce que la fonction constante:= miny, g appartient
a S(g). De plus, toute fonction € S(g) est borné paM := maxqg. En fait, la
fonction constante M est harmonique et pour toute S(g) on av < M surgQ. Le
fait quev < M surQ vient du principe du maximum. On appel#qg) la famille de
Perron

Derntrion 2.30 (Solution de Perron). La fonction

Pg(x) ;= supv(x), xe Q,
veS(g)

s’appelle lasolution de Perromu probleme (2.10).

TueoreMmE 2.31. Soit Pg la solution de Perron du problert&10) Alors Pg est
harmonique.

DEMONSTRATION. SOit X, € Q. On choisitr > 0 tel queB(x,,r) ¢ Q. Par
définition, il existe une suite/f) c S(g) telle que

1Im va(Xo) = Pg(x0)-

Siu, v e C(Q) sont deux fonctions sous-harmoniques, et\sv est le supremum de
u etv, alors pour touk € Q

u(x) SJC u(y) dysf u Vv v(y) dy,
B(x.r") B(x,r")
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et
V(X) < JC u Vv v(y) dy.
B(x,r’)

Doncu Vv v est sous-harmonique.

En conséquent, en remplacapparv, V- - - Vv, € S(g), on peut et on va supposer
que la suite\;) ¢ S(g) est croissante.

SoitV, € C?(B(xo, I)) N C(B(Xo, 1)) la solution (faible) du probléme de Dirichlet

—AVn(X) =0, Xxe B(x,r),
Vn(X) = Vh(X), X e dB(Xo,I).

Une telle solution existe (voir le paragraphe précédantssrésolution du probleme
de Dirichlet en utilisant les fonctions de Green; ici, on qige besoin de la fonction
de Green pour une boule). On peut montrer que la solutionefast ici en faite
une solution classique, c.a¥, €st harmonique. Commg &st harmonique et, est
sous-harmonique, et commg = V, surdB(xy,r), on av, < Vv, surB(Xo,r) par le
principe du comparaison (principe du maximum). En pan@,(xo) < ¥ (Xo).

Si on prolongev; en posanty, = v, surQ \ B(Xo, r), alorsvy € S(g). Donc, par
définition,Vi; < PgdansQ et en particulievy(Xy) < Pg(xo). Donc,

lim ¥n(x0) = PY(Xo)-
Comme la suite\,) est croissante, la suit&,) est croissante aussi (principe de
comparaison). Soit B
u(x) := lim ¥,(x), xe Q.
N—oo
Alors u est mesurable et bornée. En plus, pour tout B(Xo,r) et toutr’ > 0
sufisamment petit I'égalité de la moyenne implique

W) = lim %00
= lim f Un(y) dy
n—eo Jp(y 1y

f u(y) dy.
B(xr")

Le théoreme 2.8 implique queest harmonique dar(xo, r); en fait, le theoreme
2.8 n’était énoncé que pour des fonctions continuegiaét I'égalité de la moyenne,
mais on voit d’apres la démonstration que ce théorersie ngrai pour les fonctions
mesurables et bornées vérifiant I'égalité de la moyenne

On va montrer quel = PgdansB(xo, I).

L'inégalité u < Pgvient du fait quev, < Pgpour toutn.

Pour montrer I'inégalités > Pg (dansB(x, r)) il suffit de montrer ques > v
pour toutv € S(g). Soit doncv € S(g).

Soitw, ;= V, vV v e 5(g). Alors (w,) est croissante et lign,., Wa(Xo) = Pg(Xo) =
U(Xo)-
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SoitW, € C?(B(xo, ) N C(I§(x0, r)) la solution du probleme de Dirichlet
—AW,(X) =0, xe€ B(Xo,r),
{ Wh(X) = Wh(X), X € dB(Xo,r).

Par le principe du comparaisow, V v = w, < W, sur B(xp,r). Comme avant, on
prolongew, en posantv, = w, surQ \ B(xo,r). Alors law, € S(g), la suite ()
est croissante, lim,., Wn(Xo) = Pg(Xo) = u(Xo), etw, est harmonique dari¥(xo, r).
L'égalité de la moyenne implique

.f uy) dy = u(xo)
B(xo,r)

= lim Wy(Xo)
Nn—oo

= IimJC Wh(y) dy
N—oo B(Xo,l')

lim JC Vn V V(y) dy
B(xo.r)

\%

nN—oo

JC uv vy dy.
B(xo.r)

Cette inégalité implique > v dansB(xo, r), et doncu = PgdansB(Xo, r).
En conséquenBgest harmonique dar(xg, r). Commexg € Q était arbitraire,
Pgest harmonique dars3. O

DerniTioN 2.32. Soité € 9Q. Une fonctionu € C(f_z) est appelée unearriere
pour Q en¢ si u est sous-harmonique dafs u(x) < 0 pour toutx € Q \ {£} et

u() = 0.

On dit queQ admet une barriere éns’il existe une barriere pou® ené.

TueoreME 2.33. Soit Pg la solution de Perron du problér{210) On suppose
queQ admet une barriere e& € 9Q. Alors

lim Pg(x) = g(&).
c.a.d. la solution de Perron est continuegat Pg¢) = g(é).

DemonsTrATION. Soitu une barriere pouf2 ené. Soite > 0.
Par continuité de, il existes > 0 tel que

9(€) — e < 9(n) < g(é) + € pour touty € B(E,5) N Q.
Commeu est strictement négative sr\ B(£, 6), il existeC > 0 tel que

9(é) — &+ Culn) < g(n) < 9(&) + £ — Cu(y) pour touty € HQ.
Ceci implique que
(2.11) 9(¢) — e + Cu(x) < Pg(x) < g(é) + € — Cu(x) pour toutx € Q.
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En dfet,g(¢) —e+Cu e S(g) ce qui implique la premiéere inégalité dans (2.11). Pour
montrer la deuxieme inégalité, on premd S(g). Par définition,

v(n) < g(¢) + € — Cu(n) pour toutn € 9Q.

Le principe du comparaison implique que
v(X) + Cu(X) < g(&) + & pour toutx € Q.

Par définition de la solution de Perron,
Pg(X) + Cu(X) < g(&) + & pour toutx € Q,

ce qui est justement la deuxieme inégalité dans (2.11).

Les inégalités (2.11), la continuité deet le fait queu(¢) = 0 impliquent que
g¢)-e< Iir)r(Liépf Pg(x) < limsupPg(x) < g(é) + «.

X—&

Commeg > 0 était arbitraire, on obtient
lim Pg(x) = g(é).
X—)g—‘
O

CoroLLAIRE 2.34. Le probleme de Dirichle€2.10) admet pour tout ge C(0Q2)
une solution si et seulement@iadmet une barriere en togte 9Q.

DimonsTrATION. Supposons d’abord que le probléeme de Dirichlet (2.10)etdm
pour toutg € C(9Q) une solution. Soit € 9Q. Alors le probléme de Dirichlet
(2.10) admet en particulier une solutiore C2(Q) N C(Q) pour la fonctiong définie
parg(n) = —|ln — £||. Cette solutioru est une barriere pouR ené par le principe du
maximum.

L'inverse vient des théoremes 2.31 et 2.33. En fait, pout § € C(0Q) la
solution de PerrofPg est solution du probleme de Dirichlet (2.10). O

CoroLLARE 2.35. On suppose que admet une barriere en tout poitite 9Q.
Alors il existe une fonction de Green G pdy et pour la solution u du probleme de
Dirichlet on a

U =Pe) = [ o6)560x ).

Il'y a plusieurs conditions géomeétriques sur le b@fdqui impliquent I'existence
d’une barriére et donc la solvabilité du probleme de &hiket. On en présente une.

ProrosiTion 2.36 (Condition de la boule extérieure§oitQ c R" ouvert, borné,
et soit¢ € 9Q. On suppose qu'il existe une bouléBr) c R"\ Q telle queB(a,r) N
Q = {£}. AlorsQ admet une barriere eé.

DemonsTtrATION. SOit E,, la solution fondamentale pour I'opérateur de Laplace.
La fonction _

uix) .= Ep(x—a)-E(¢-a), xeQ,
est une barriere poud ené. i



CHAPITRE 3

L’ équation de la chaleur
Dans ce chapitre on étudie I'equation de la chaleur

(3.1) { w—Au=f(t,x), (tx)e(0T)xQ,

u(0, x) = g(x), X€E Q,
ouQ c R"est un ouvert, ef : [0, T] x Q>R etg: Q — R sont des fonctions

données.

1. Le noyau de la chaleur

Dermnion 3.1 (Noyau de la chaleur). On définith@yau de la chaleur

1 2
k(t, X) := (47rt)”/2e At 0, xeR,

ol x? := Y[, x? est le produit scalaire deavec lui méme.

Le noyau de la chaleur est la solution fondamentale de taipar ditérentiel
0y — A, c.a.d. I'opérateur de I'équation de la chaleur. Comroarg’opérateur de
Laplace et I'equatior-Au = f dansR", le noyau de la chaleur permet de résoudre
explicitement I'equation de la chaleur dans le cagog R" (voir le Théoreme 3.3
ci-dessous).

LemmEe 3.2. Soit k le noyau de la chaleur. Alors:
() k(t,x) > Opourtoutt> 0, xe R".

(i) [, k(t,x) dx= 1 pour tout t> 0.
(i) k € C((0, ) x R") et
kk—Ak=0, t>0, xeR"

DemonsTrATION. Les démonstrations des propriétés (i) et (iii) sont siesples
exercices.
Pour la démonstration de (ii), il faut savoir que

fe‘xz dx= .

R
37
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Alors

1 — X2 /4t
Ln k(t, X) dx )2 Lne dx
1 2
= = fRne dx

= = f...fe‘xi---e‘xﬁdx]...dxl

Vi Jr R
1 f 2 n
— [ e¥dy = 1
( Vi ) )
TueoreME 3.3. Soit ge LP(R") (1 < p < ) et soit

u(t,x) == | k(t, x=y)g(y) dy= (k(t.-) = 9)(x)

RN
ou k est le noyau de la chaleur. Alors:
(i) Sig=0etgz 0, alors ut, x) > 0 pour toutt> 0, xe R".
(i) ue C>((0, ) x R") et
w—-—Au=0, t>0, xeR"
(i) Sige L*(R") et si g est continue eryx R", alors

o, UG X) = g(%).
En particulier, si g est continue et bornée, alors u est oaré surf0, o) x
R" et U0, X) = g(x).
(iv) Pour toutt> 0on allu(t, )llLegny < IOllLen).-
DimonsTrATION. La propriété (i) vient immédiatement de Lemme 3.2 (f)(ig
vient du Lemme 3.2 (iii) en utilisant Fubini.
(iif) Soit g € L*(R") continue ernx, € R". Soite > 0. Alors, en utilisant Lemme
3.2 (ii), on obtient

u(t, X) — g(Xo)|
= | [ Kt x=3)@0) - g0 ¢

IA

2 f K(t. x— ) dyllgll. + f K(t. X y)lg(y) - 900)l dy
RMB(x0,&) B(Xo,£)

2||g||oof —y2/4t
< == € dy+ sup | — g(Xo)l
(Art)V2 Jenipo.s) Y yeB(mPs) 90 ~ 90e)
_ 2liglls o g
= - y+ sup 19(y) - 9(xo)l
VAN Jrm\B(0.e/ VAT yeB(X0.€)
et donc

lim sup [u(t, X) — g(%o)l < sup 19(y) — 9(Xo)|

(t,X)—(0,%0) yeB(xo,£)
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pour toute > 0. Commeg est continue eng, on obtient

Iim |u(t,x) — =0.
(LX)H(O’XO)I (t, X) — g(Xo)l

La propriété (iv) vient de I'inégalité de Young appligg ak(t,-) € L*(R") et
g € LP(R"). O

2. Sparation des variables et 8ries de Fourier

SoitQ c R" un ouvert régulier. On veut réesoudre I'equation de laleladans
Q avec conditions au bord de Dirichlet:

U —Au=0, (t, x) € (0, 00) X Q,
(3.2) u(t, x) = 0, (t, X) € (0, ) x 0Q2,
u(0, X) = ug(x), xe Q.
On suppose que la solutiaret de la forme
u(t, ) = a(t) e(x),

avec des fonctiona € C!(R,) ete € C*(Q) n C(f_z) (séparation des variables!).
Commeu est solution, on obtient alors

a(tf)e(x) — a(t)Ae(x) = 0,

a) _AeX
at) X’

On notera que le cbté a gauche ne dépend quealiers que le cdté a droite ne
dépend que dg. On a donc égalité si et seulement si les deux cotés smstantes

ent etx, c.a.d.
a(t)  Aex)
at) e

a(t)=aa(t), t=>0,

ou

t>0xeQ.

A

pourund € R, ou

et
Ae(X) —Ae(X) =0, XeQ, €yn=0.

Ces deux équations nous donnent de l'information sur latiesi u. La premiere
équation est une simple équatioffféientielle dont la solution esft) = e'a(0). La
deuxieme équation a I'avantage (par rapport a I'equratie la chaleur) qu’elle ne
dépend plus de la variabteon a donc diminué le nombre des variablesQSt R
est un intervalle, alors la deuxieme équation deviensiause équation diérentielle
ordinaire qu’on sait resoudre. 8 c R" possede des symétries (par exempl€ si
est un rectangle ou une boule), alors on peut essayer encer®ig de séparer des
variables (pour le rectangle, on essayera de séparer tedls x; et X, pour la
boule, on utilisera coordonnées polaires et essayerapey’ les variableaset6).

Inversement, on peut d’abord essayer de résoudre cesatgiations pour cer-
taines valeurs dg (en fait, c’est la deuxieme equation qui edfidile a résoudre en
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général), et puis, en posaut, X) := a(t)e(x) ou une combinaison linéaire de telles
solutions, on obtient des solutions de I'équation de ldetlra A cette fin, on fait la
définition suivante.

Dermnition 3.4. PourQ < R" ouvert on définit lespectre de I'opérateur de
Laplace avec conditions au bord de Dirichlet

sp(Ad) := {1eR:3JeeCHQ) NC(Q), e+ 0 solution de
le—Ae=0etgyo = 0}.

Les élements de spf) sont appelésaleurs propresie I'opérateur de Laplace, les
solutions non-nulles dée — Ae = 0, €30 = 0 sont appeléegecteurs propres

ExempLE 3.5. On essaye de calculer le spectre@Lg) de l'opérateur de
Laplace sur un intervalle (@) pour unL > 0. Il faut donc trouver des solutions
non-nulles du probleme

(3.3) €'(X) = 1e(x), xe(0,L), e0)=¢L)=0.
SiA = w? > 0, alors la solution générale de I'equatiorfféientiellee” = 1e est
donnée par
g(x) = csinhwx) + dcoshx), ¢, deR.

Si une telle solution est solution de (3.3), ale(®) = 0 implique nécessairement
d = 0. Mais alorse(L) = 0 implique en plug = 0. Donc, seule la solutioa = 0
verifie 0) = (L) = 0. Ainsi, sp (A{%,L)) C (=00, 0].
: D’ct)J)ne fagon similaire on exclut @ sp (AR, ,), c.2.d. on aenfiet spQg ) C
—,0).

Sid = —w? < 0, alors la solution générale de I'équatiofféientiellee” = 1e
est donnée par

&(X) = csinwx) + dcoswx), ¢, deR.

Pour quee soit en plus solution de (3.3) il faut qefd) = e(L) = 0 ete # 0. L'égalité
e(0) = 0 implique qued = 0. Ensuite, I'égalitée(L) = 0 ete # 0 impliquent que
c+0et

wL = kr pour unk € Z \ {0}.

Donc,
sPAQyy) = {—(kr/L)? tke N, k> 1},

et lesvecteurs propresissociés auxaleurs proprest = —w? € sp (A(% L)) sont les
fonctionse(x) = sin(wX).

CoroLLAIRE 3.6. Pour toute suite & (a) € I, la fonction

2 w . km
(3.4) u(t, X) = \/EZ a e (B sm(Tx), t>0,xe[0,L],
k=1

est solution de I'equation de la chale(8.2) avecQ = (0, L).
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On notera que la série dans (3.4) est une série de Fougsrfdnctions(x) =

\/%sin(k{x) forment une base Hilbertienne de I'espace de Hilhé(, L), et donc
lesa, sont en général les cfiients de Fourier de la donnée initiale:

L
= \/gfo uo(x)sin(kfﬂx)dx

Sia = (a) € I*, comme on I'a supposé, alors la série dans (3.4) convesge p
toutt > 0 mais en général elle ne converge pas ficuf. Formellement, pour= 0
ona

Uo(X) = u(0, x) = 2_1|_ Z a sin(kTﬂx).
k=1

Si la donnée initialel, appartient .2(0, L), alors ) € I et la série ci-dessus con-
verge dang.?(0,L). Siug est plus régulier tel queaf) € I, alors la série ci-dessus
converge méme absolument.

Dans I'exemple ci-dessus, plus précisément dans la derFourier (3.4) et afin
de garantir sa convergence paur 0, il était important que le spectre de I'opérateur
de Laplace était borné supérieurement. En fait, on pearitrar que le spectre de
I'opérateur de Laplace est toujours borné supérieurgn{@e sera une conséquence
du principe du maximum suivant.

TueoremE 3.7 (Principe du maximum)SoitQ c R" un ouvert borné régulier.
Soient ue C%(Q) N C(Q) etA > Otels que

Au—Au<O0etuyy > 0.

Alors

maxu = maxul.
Q 0Q
RemarquE 3.8. Dans le cas dé= 0, on retrouve ici le principe du maximum du
Théoreme 2.12, la conditiafyq > 0 étant toujours vérifiée si on remplacparu+C
pour une constant€ > 0. Mais la démonstration du Théoréme 3.7 effiédente de
celle du Théoreme 2.12. On aura donc deux démonstratioihéoreme 2.12.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.7. On suppose d’abord que maxi = 0. Alors
il suffit de montrer quel < 0.
Poure > 0 on définit

0, n<0,
(3.5) o.m=42L O<p<e
n-3% nxe

Donc,g, € C}(R) et 0< g < 1. En plus, lim_og.(n) = 1 pour touty > 0.
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Une intégration par parties donne

A fg ug.(U) - fg AUG(U)

ou

1w+ [ vwew- [ Faw
2 _ @

1w+ [ mirgu- [ How.

Comme may, u = 0, on ag.(u) = 0 surdQ, et donc le troisieme terme a droite est
nulle. De plus, lim_0g.(u) = 10 presque partout. Le théoréeme de convergence

dominée implique
0> 4 f U + f IVUP Lis0;-
{u=0} Q

Les deux termes a droite sont positifisX 0!), et donc cette inégalité implique

/lf u®> =0 et f IVUl? Lus0, = O.
{u=0} Q

Sia>0, anrsf{u>o} u®> = 0 ce qui impliqueu < 0 presque partout su2, et par
continuite,u< 0.

Si on a seulement > 0, on déduit au moins queest constante sur 'ensemble
1s0,. Par continuité, ca implique = O sur 1,.q,, et doncu < 0 surQ.

Le cas général (maxu > 0) est réduit au cas mgxu = 0 en remplacant par
U — maxg U. |

0

\%

CoroLLare 3.9. Pour toutQ c R" ouvert, borné, régulier on ap(A3) c
(_OO’ O)

DEmonsTRATION. SoitA > 0 et soite € C?(Q) N C(f_z) une solution de
Ae(X) —Ae(X) =0, XeQ, €yn=0.

Le principe du maximum (Théoreme 3.7) impligae< 0, et comme-e est aussi
une solution de ce probleme, on a ausst 0. Donc,e = 0, c.a.d. le probleme
ci-dessus n'admet pas de solutions non-triviales. Dbgcsp (AD), d’oli sp AD) ¢
(—00,0). O

3. Principe de comparaison

SoitQ C R" ouvert, borng, régulier. Podr > 0 on définitQr := (0, T) x Q et
I't :={0} x QU[0, T] x 9Q. Des foisI't est appelé |&rontiere paraboliquale Q.

TuioreME 3.10 (Principe de comparaisor§oit f € C(R) une fonction lipschitzi-
enne et soienty ¥ € C*?(Qy) (une fois continliment partiellement dérivable par
rapport a t et deux fois continiment partiellement débike par rapport a x) deux
solutions de I'eéquation de la chaleur semi-linéaire

(3.6) w—Au+ f(u)y=0, (t,x) eQr
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Si
Uil < Uolry,
alors
u; < u, dansQr.

Pour la démonstration, on a besoin du lemme de Gronwallnguédémontrera
pas.

Lemme 3.11 (Gronwall).Soity : [0, T] — R, und fonction continue telle que

t
ety <C+ Lf p(s)ds te]0,T],
0
pour des constantes C,* 0. Alors
o) <Cé', te[0,T].

DemonsTrATION DU THEOREME 3.10. Pour toute > 0 on définit la fonctiong, €
CY(R) comme dans (3.5).

Pour tout O< 7 < T, le fait queu! etu? sont solutions de I'équation de la chaleur
et une intégration par parties impliqguent que

0 - fQ (- e )+ fo ) fQ V(U - 1)V, (Ut - 1) -

- f D o f (F(U) — FU)gu (U~ 7).
0 or

80 51/

On notera que sur (@) x 0Q on au* < u?, et doncg,(u! — u?) = 0. Donc, le

troisieme terme a droite est nulle. Shit- 0 la constante de Lipschitz de la fonction
f. Comme le deuxieme terme a droite est positif, on obtient,

[ [e-dae-wst [ [ u-vigu-d.
0 Q 0 Q

Lorsquee tend vers 0,

T T
f f(utl - w)(u - uz)l{ulzuz} < Lf f ut — w?|(ut - uz)l{ulzuz}
0 Q 0 Q

et donc
T 0 1
j; a L E(ul - uz)zl{ulzuz}
T 10
fo fg Ea(ul - uz)zl{ulzuz}
Lf f(ul — U2)21{u12u2}.
0 Q

Par hypothése, onu < u? sur{0}xQ. Donc, sion pose(r) := [ (U'~U?)?1sp) >
0, alors on obtient

1 T
[Lé(ul - uz)zl{ulzuz}]o

IA

go(‘r)SZLf(jgo(S) ds rt€][0,T].
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Le lemme de Gronwall implique(r) = O pour tout 0< = < T. Donc, (' -
U?)?1,15.2) = O presque partout, et par continuitd,< u? dansQr. O

Remarque 3.12. Le théoreme 3.10 reste vrai si on a seulement latity
ul — Aut + f(u') < U2 — AU? + f(U?) dansQyr.

CoroLLARE 3.13 (Principe du maximum paraboliquedoit u € C*?(Q) une
solution de I'equation de la chaleur

Ut—AU:O, (t,X)EQT.

Alors
maxu =maxu et minu=minu.
Qr I'r Qr It
DimonsTrATION. La fonction constante = max:, u est également une solution
cette équation de la chaleurek v surT'r. Le principe de comparaison (appliqué
avec la fonctionf = 0) impliqueu < v = max; u dansQy. La deuxieme égalité
vient de la premiere en remplacanpar —u. ]

CororraRe 3.14 (Unicité pour I'equation de la chaleur linéair§oient f €
C(Qr), g € C(I't) et 1 € R. Alors il existe au plus une fonction @ C*?(Qy)
solution de

W—Au+Au=f, (t,x) € Qr,
u=g, (t, X) elr.

DEMONSTRATION. Soientu;, U, deux solutions. Aloral = +(u; — up) sont des
solutions de

w—Au+Au=0, (X €Q,
u=0, (t,x) e I'7.
Par le principe de comparaisam,— u, < 0 etu; — u, > 0. Donc,u; = U,. O
CororLAIRE 3.15 (Monotonie pour I'équation de la chaleu§oit f € C(R) une
fonction lipschitzienne telle que(@) = 0, uy € C(Q), et soit ue C*?(Qy) une
solution de I'équation de la chaleur semi-linéaire
w—Au+ f(u)=0, (t, X eQr,
(3.7) Ulso = 0, te[0,T],
u(0, X) = ug(X), XeQ.
Siw>0 dansQ (resp. <0 dansﬁ), alors u> 0 dansQy (resp. u< 0 dansQyr).
DemonsTrATION. La fonctionv = 0 est aussi solution de I'équation de la chaleur,
etu > v = 0 surl't a cause de la positivité de la condition initiakget a cause des
conditions limites de Dirichlet. Le principe de comparaismplique queu > v =10

dansQs.
Le casug < 0 est similaire. O



CHAPITRE 4

L’ équation des ondes danR"

Dans ce chapitre, on considere I'équation des ondesRlafrs> 2):
Ut —Au=0 dans (Qco) X R",
(4.2) u©,)=uy dansR",
Ww(0,:) =u; dansR".

Ici, up € C?R"), u; € CYR") sont des fonctions données. On suppose que
u € C?(R,xR") est une solution de I'équation des ondes (on ne dit rietiestistence
d’une telle solution).

1. Moyennes spkriques

Soientx e R", t > 0,r > 0. Dans la suite, on note

Ut 1) = Jgs( uty) dot)

la moyenne sphérique desur la spheréB(x,r). De maniere similaire,

Uo(x,1) i= Jgs( ) doty)
et

Us(x 1) = Jga( () o).

LemMmE 4.1 (Equation de Euler-Poisson-DarbouRpur tout xe R" la moyenne
sphérique Ux, -, -) est solution de

Ug — U — 22U, =0 dans(0, o) x (0, o),
(4.2) U(0,:) =Ug dans(0, ),
Ui(0,)) = U, dans(0, ).
DemonstrATION. NOUS avons premierement

u(t, x,r) = fa o u(t, x +y) do(y)
Al

Onil n-1

-1 f u(t, X + ry) dor(y),
9B(0,1)

On-1

45
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et donc
Uexn=—— [ Vutx+m)ydo)
On-1 JoB(0,1)
1
- f VUt x+y) - 2 dor(y)
(4.3) Onafl 8B(0yr) r

1
= — Au(t,y) d
opar™t jl;(x,r) (t.y) dy

! f Au(t,y) dy,
N Jexr)

ou on a utilisé aussr,, = nw,. En dérivant le dernier terme, on trouve

Ur(t,xr) = %Jg( )Au(t ) dy + rot Au(t, X+ ry) dy
X,r

nor wy B(0,1)
. I
= - —Au(t X+ry)y; dy
N Jexn ,Z:‘ B(0.1) i I

(4.4) = }f Au(t,y) dy— —f Au(t, X + ry) dy+
N Jexr) wn JB(0,1)
n
+ L Au(t, X + ry) Z y2 dor(y)
wWn JsB(0,1) =1

= (% -1) Au(t,y) dy+ JC Au(t,y) do(y).

B(x,r) aB(xr)

On obtient de (4.3) et I'équation des ondes

r
Uc(t,xr) = P Ji( )Utt(t,Y) dy
X,r

1
—_— t,y) d
Nwyr"-1 jl;(x,r) elY) Iy

1
f U (t,y) dy.
Nwn J(xr)

etdonc
r Ut X, r) =

En conséquence,

1
(r" U (t, %, 1), = f Ux(t,y) dy
Nwn Jasxr)

="t f Ug(t, y) dy
AB(Xr)
= r"1Ugq(t, X, 1).
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2. Solution de I'equation des ondes dang?®

Soitn = 3 et soienU, Ug, U, définis comme dans le paragraphe précédent. On
rappelle I'equation de Euler-Poisson-Darboux en dimamsi= 3:

Ug — Uy — 2U; =0 dans (0oo) x (0, ),
(4.5) u(,-) = Ug dans (Qw),
Ui(0,-) = Uy dans (Q).
On pose
U(t, xr) = rU(t, xr), Uo(x,r) = rUg(xr), etUy(x,r) = rUy(x,r).
Alors
Ug = rUyq
=1 Uy + %Ur]
= Uy, + 2U,
= (U +rU),
=U,,
c.a.d. la fonctiorJ est solution de
Uy — U, =0 dans (o) x (0, o),
Ut,0)=0  pourt € (0, ),
U@0.)=U, dans (),
Ui(0,-) =U; dans (Q).

(4.6)

On prolongeUq(x, ) et Us(x, -) en des fonctions impairs si&. Alors la solution
de I'équation (4.6) ci-dessus est donnée par la formuld’Akembert: pour toutr,
t>0ona

r+t

(4.7) J(t, x,r) = %(Uo(x,r +1) + Ug(x,r —1)) + %f Uy(x, s) ds

r-t
Si0<r <t, alors on peut aussi écrire:

t+r

J(t, x,r) = %(Uo(x,t+ r)— Ug(x, t—r)) + %f Uy(x, s) ds

t—r
On note maintenant que
ut,x) = lim U(t, x,r).
r—0+
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En conséquence,

u(t’ X) — ||ng| M
r—0+
Uk t+r) = Ug(xt—r1) 1 f“r -
= rI|_)n(;|+[ o o g Ui(x, s) ds|

9 ~ .
= an(X, t) + Ul(X, t)
En utilisant la définition d&J, et Uy, ceci implique

@8 D= G wm) )t w)drly)

0B(x.t)

On a,

0
— u do(y) = — JC Uo(X + ty) do
5t o 0 8700 = 5 1 olx+ 1) dor(y)

_ f Vuo(x + ty) -y do(y)
9B(0,1)

- X
- v L o)
9B(xt)

Finalement, on obtient lformule de Kirchhg pour la solution de I'équation des
ondes (4.1) danR?:

(4.9) u(t. ) = Jga( [0 + V) =+ )] doy)

3. Solution de I'equation des ondes dang?

On utilise la formule de Kirchhd (4.9) pour résoudre I'équation des ondes dans
R?. En fait, soitu = u(t, X) une solution de I'equation des ondes (4.1) dAAsOn
pose

T(t, X1, Xo, X3) = U(t, X1, X2) pourt > 0, X = (Xq, %, X3) € R,

c.a.d. on rajoute artificiellement une troisieme varaky. Alors (i est solution de
'équation des ondes

Cltt - Al=0 dans (OOO) X RS,
(4.10) 0(0,-) =Ty dansR3,
0(0,)) =0; dansR3.

ou
0i (X1, X2, X3) := Ui(X1, X2) pourx = (Xi, %o, X3) € R%, i =0, 1.
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Etant donné& = (X1, Xo) € R2 on définitxX := (x4, X, 0) € R3. Alors la formule de
Kirchhoff (4.8) implique

u(t, x) = G, %)
(4.11) a ) i
- 2 ng To(y) dor(y)) + t ng ty(y) dor(y).

On note que

N 1 N
JEB( )uo(y) do(y) = 1= fa . )uO(y) do(y)
%t Xt
2
— f Uo(Y) \/1 +|Vy V2 — ly — X2 dy
B(xt)

T nt2

1 f Uo()
= — —>F __d
2t Joey /2=y — X Y

On obtient finalement [Bormule de Poissopour la solution de I'équation des ondes
(4.1) danR?:

1 tu(y) + t2ua(y) + tVuo(y) - (y - X)
(4.12) ut, x) = > Ji(x’t) m dy.






CHAPITRE 5

Annexe

1. La mesure de surface sur la spre dansR"

Dans un premier temps on va définir une mesure sur la spBgre afin
d’introduire les coordonnées polaires daR® et afin de démontrer (dans un
deuxieme temps) le theéoreme d’intégration par padasss une boule dR".

Motivation (coordonnées polaires dakd: dansR? on consideére le cercle unité
S;:={xeR?:|X = 1} (-] désigne la norme euclidienne d&q). Soitf : R? —» R,
continue ou au moins mesurable. A l'aide des coordonnéksres dansk? on
montre que

=~ 2n
(5.1) f fdia= f f f(r coso,r sing) dor dA(r).
R2 0 0

Question: est-ce qu'il existe une mesursur le cercle unit&; tel que

f fda= foo f(rx) do(x)r da(r)?
R2 0 S1

Pour tout ensemble borélighc S; on définit
A={ry:yeAO<r<1}

Si une mesure de surfaeesur le cercle unité existe tel que (5.1) est vrai pour toute
fonction f positive, mesurable, alors pour tout ensemble borélienS; on a

f01f81 15(rx) dor dr
j:a(A)r dr

o (A)
>
Cette égalité va servir comme motivation de la définitedessous.

Soit

A(A)

Bi(R) ;= {xeR":|X < R}
la boule ouverte de centre O et de ray@r 0, et soit
Si-1(R) :={xeR":|X =R}
51
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le bord de cette boule, c.a.d. la sphere de centre 0 et da RiyPourR = 1 on note
simplemenB,(1) =: B, (boule unité) eB,_1(1) =: Sy_1 (Sphére unité).
Dernirion 5.1 (Mesure de surface). SH#(S,,_;) la tribu borélienne sus,, ;.
Pour toutA € B(S,,_1) on définit
o(A) = na(A),
ou N
A={rx:xeAO0<r<1}
et ouA est la mesure de Lebesgue d&fis On appeller la mesure de surfacgur
Sho1.

TuiorEME 5.2 (Coordonnées polaires$oit f: R" — R, mesurable. Alors

Ln f(x) dA(x) = j(; )L £(ry) do(y) ™t dA(r).

DEMONSTRATION. S0ito la mesure produit dg-1dA(r) sur (Q «) et deo surS,,_4,
c.a.d.o ;= r"1dA(r) ® o sur (Q o) x Sp_1.

On considere I'application

@ :(0,00) X Spg — R\ {0},  ¢(r,y) =r1y.
Alors
plo) =4
si et seulement si
0=¢ ().
L'ensemble
E={(r,ra] XA, 0<r;<r;<o0,Ac B(Sy1)}

est un générateur d&(R,) ® B(S,_1), stable par des intersections. En plo) =
¢~ 1(2)(B) pour toutB € &. En dfet, pour toutB = (r1, 5] x A

o(B) = frzrn_l dro(A)

-
et
¢ H()(B) = Ae(B))

= A A\ 1A

= A(rA) — A(r,A)

= rAA) - rMa(A)
_ oA hoA)
T 2 q Yopn

Il suit que la mesure image (1) est égale a la mesuge Donc, la mesure de
Lebesguel est égale a la mesure imag).
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L'assertion suit maintenant du théoreme de Tonnelli mplique que pour toute
fonctionf : R" — R, mesurable

f f da f dy(o)

Rn Rn

[ festryae
(0,00)xXSp-1

n-1
j(.o . L 3 f(ry) do(y) r"=da(r).

O

En remplacant le theoreme de Tonnelli par le théoreraeFdbini dans la
démonstration précédente, on obtient le corollairgamnti

CoroLLAaRE 5.3 (Coordonnées polairesyoit f : R" — R mesurable. Alors
f € LYR" (c.a.d. f estintégrable si®&") si et seulement si

f f | £(rx) | do(X)r"* dr < .
0 Sn—l
Dans ce cas on a

L“f(X)dXZLWL_ £(rx) do(X) "L dr.

ExempLE 5.4 (Fonctions radiales). Soit9r; < r, < co et soitg : (r1,12) — R,
mesurable. Alors

f(x):=9( x1[), [xle(rs,ro),
est une fonctiorf : R — R, mesurable sur I'ensemble
R={xeR":ry < x| 15}

D’apres le Théoreme 5.2,

(5.2) ff dl=ong f g(r)r dr,
R ri

ou
O-n_]_ = O-(Sn_l) = n/l(Bn)
est la mesure de la sphére unité.
En utilisant le Corollaire 5.3, on montre: sgit (r;,r,) — R mesurable tel que

friz | g(r) | r"™ dr < co. Alors f(x) := g(| x|) est une fonction intégrable sg et
on a l'égalité (5.2).
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ExempLE 5.5 (L'intégrale de surface daiss). Soito la mesure de surface sur le
cercle unitéS,, et soitA € B(S;). Alors:

(A 21(A)

1 21
2 f f 1x(r cosh, r sing)dordr
0 0

1 2n
2 f 1a(cosH, sing) dor dr
0 0
21

f 1a(cos, sing) do.
0

On a montré quer est la mesure imagg(1), ou A est la mesure de Lebesgue sur
[0, 27] ety : [0, 27] — S; est définit par

W(0) = (cosh,sing), 06 €0, 2n].

DerniTion 5.6 (Mesure de surface). On définitt@esure de surface, sur la
sphereS,_1(r) = {xe R":| X |=r} par

o) = (O, Ae BS(0)

Avec cette définition de la mesure de surfageon a pour toute fonctiorf :
Sh_1(r) — R, mesurable I'égalité

j‘HMWWdef £(y) dor ().
Sh-1 Sn-1(r)

En conséquent (Théoreme 5.2),

fR fda= fo i fs  16) doy) da()

2. Intégration par parties sur une boule

Dans cette section, on veut demontrer la formule d’irdéign par parties sur
une boule dang".

LemMmEe 5.7. Soit f: R" — R continue. Alors:

AL
— fda= f dop.
dRJs,®) Sr-1(R) .

DemonsTrATION. La continuité def et le théoreme de Lebesgue impliquent, que
la fonction

f o fs ) dot)

est continue sur (G).
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En conséquence,

d d R
— fdi = —ff f(ry) do(y) r"™* da(r
deBn(R) &), [t dot)a
R+1 f f(Ry) do(y)

Sn—l

[ 10 dowty
Sn—l(R)
LemMmE 5.8. Soit f: R" — R continue. Alors:

f F(x) do(x) =
Sn—l(R)
ZL G) |y|2 (f( VR = Iy y) + F(= VR - Iy, y)) dagy).

DemonsTrATION. Le Lemme 5.7 et le Théoreme de Fubini impliquent

f f(x) do(X)
Sn-1(R)

.
= — f da
dR Bn(R)
R2|y12
= f(t,y) da(t) da
deBM(R)f s OV 20 0)

VRe-Iy2
f d do
*Ln 2(R) f R2— |y|2 (t’ y) /l(t) (y) +
j; ® F(VRZ =y y) dagy) -

|y|2

I R2—| 1 VRBRY 41)

Jo o T ((VRBR
+1(— VR - TyR2.y)) da(y).

On définit
C'(B,(R) := {ue C}(B,(R) : uetVuontdes prolongements
continues suB,(R)}
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TukorEME 5.9 (Théoréme principal)Soit ue CY(B,(R)). Alors, pour toutl <
i<nona

f ByU dd = ()2 dog(x).
Ba(R) sm® R

DemonsTrATION. Par des raisons de symeétrie ilf6ude démontrer le theoreme
pouri :\1. En applquant le Lemme 5.8 & la fonctib(x) := u(x)3 et en utilisant
le théoreme de Fubini on obtient

f Jy,u dA
Bn(R)

f f T (t,y) dA(t) dAy)
x U(L,
Bn-1(R) J - Y R2-)y? g g
[ (R~ u- VR ) i)

X1
fs ® u(x)ﬁ do(X).

CoroLLAIRE 5.10 (Intégration par parties si@,(R)). Soient u, ve CY(By(R)).
Alors pourtoutl <i <nona

f (Oxu)vdl = u(x)v(x)ﬁ dor(X) — f u(dyV) da.
B(R) Sna(R) R Ba(R)

DemonsTrATION. Dans le Théoreme 5.9, il fit de remplacer la fonction par le
produituv et de noter quéy (uv) = (9xU) vV + u(dy V). ]

CoroLLAIRE 5.11 (GauB) Soit ue C(B,(R); R"). Alors on a
f divudl = (u(x), st do(x),
(R Sna(R) R

oudivu = Y, dyU; est ladivergencede u.

O

DemonsTrATION. Simple application du Théoreme 5.9. |

3. Intégration par parties sur un ouvert régulier

SoitQ c R" un ouvert borné. On noté ;= Q2 le bordde Q.

Dernirion 5.12. On dit que a unbord régulier(ou queQ est régulier), si pour
touta € I il existe un voisinage ouveld c R" et une fonctiony : U — R de classe
C! tel que

(@) Vy(x) # 0 pour toutx € U,
b)UnNnQ={xeU:y(x) <0}

ExempLe 5.13. La bouleB,(R) de rayorR > 0 en dimensiom a un bord régulier.
Pour voir cela, on définit pour tout poiate S, 1(R) = dBy(R) le voisinageU =
R"\ {0} et la fonctiony : U — R pary(x) = |X? - R2.
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Dans la suit&€) c R" est toujours un ouvert a bord régulier.

LemMme 5.14. Soit a€ T, et soient U ety comme dans la définition 5.12. Soit
x € U tel quey(x) = 0. Soit
LE

VeI

Alors on a:
(@) vl =1, et
(b) il existee > Otelque x+tv¢ Q,t€[0,&), et x+tve Q, t € (—¢, 0).
DemonsTrATION. Le théoreme de Taylor implique
Y(X+ tv) = (Vg (X) v, tv) + o(t),
ou 2 - 0 lorsquelt| — 0.
On posec := [Vy(X)| > 0. Alors on a
Y(Xx+tv) = ct+o(t)
>0, fallste(0,&
t(c+ @ (©.€)
t <0, fallste (-¢,0).

O

Lemme 5.15. Soit a€ T, et soient U ety comme dans la définition 5.12. Alors
ona
UNT ={xeU:y(x) =0}

DemonsTrATION. "D” Soit X € U tel quey(x) = 0. Le Lemme 5.14 implique que
xel.

"c” Soit x e U NT. Alors on aiy(x) > 0 parce quex ¢ Q, ety(x) < 0 a cause de
la continuité dey. Donc,y(X) = 0. |

Dermnition 5.16. Soita € T. Un vecteurnv € R" est appell&ecteur tangentietn
a (tangentiel &), s'il exister : (-&,&) > T, 7 = (11, ..., Tn), tel quer; € Cl(-¢, &),
7(0) = aetv = 7(0).
On définit
T.I := {ve R": v est vecteur tangentiel e).

Dans la suite, pour deux vectew;s/ € R" on définit le produit scalaire euclidien
n
Xy)=xy:= Z X;Yj-
j=1

Pour un ensembla c R" on définitl'orthogonale
At :={yeR": x-y=0 pour toutx € A}.

Pour tout 0+ ve R"on a
dimvi* =n-1.
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SoientF c E c R" des espaces vectoriels. Alors
dimF <dimE < n,
et dimF = dimE si et seulement ¢t = E.
On a finalement aussi l'identité
Vit =RV
ProposiTion 5.17 (Espace tangentielpoit ae I'. Alors T,I" est un sous-espace

vectoriel de dimensio(n — 1) deR".
On appelle TI' I' espace tangentieh a (tangentiel &).

DemonsTrATION. Soita € T, et soientJ ety comme dans la définition 5.12. On

montre que
Tal' = (Vy(a)"

"C”. Soitv € T,I' et soitt comme dans la définition 5.16. Le Lemme 5.15

implique quey(r(t)) = 0 pour toutt € (—¢, &) et
0 (¥ 0 7)'(0)

(Vg ((0)), 7'(0))
(Vy(a), V),

c.a.d.ve (Vy(a)*.

">". L'argument précédent montre qUgl’ est un sous-espace vectoriel inclus
dans un sous-espace de dimensior (1) deR". On montre maintenant quiI’
contient un sous-espace de dimensior () deR".

La proprietéVy(a) # O implique, que au moins une des dérivées partielles
s (@) est non-nulle. Sans perte de généralité on va supposefgs(a) # 0.

Le théoreme de la fonction implicite implique gu'’il exéstin ouvert/; ¢ R™,
un ouvertV, c R, et une fonctiorg : V; — V, continument diférentiable tels que

aeV;xV,cU
et

VixVoNnT {(Xl, X2) eV xXVs: l//(Xl, X2) = 0}
{(X1, %2) € V1 X Vo & %o = g(X1)}.

Nous notons tout vectewre V; x V, ¢ R" comme {3, Xo) avecx; € Vi etx, € Vs.
Soitv e R™1. On définit

7(t) := (ap + tv, g(az + tv))

pour toutt| € R assez petit. Alors(t) € I" pour toutt. en plus, la fonctiorr est
differentiablez(0) = a et

7'(0) = (v, (Vg(au), V).
Alors I'ensemble
{(v.(Vg(ar),w) : ve R™Y
est inclus dans I'ensemblgI” de tous les vecteurs tangentiels. Mais cet ensemble
est un sous-espace de dimensior (1) deR". O
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ProprosiTioN 5.18 (Vecteur normal)Soit Q < R" ouvert, borné, avec borfl
régulier. Alors:
(1) Pour tout ac I il existe un vecteur(a) € R" unique tel que
(@) | v(a) I= 1,
(b) il existee > O tel que(a+tv(a)) ¢ Q,t € [0,¢), et(a+ tv(a)) € Q,
te (-&,0), et
(c) v(a) e (Tal)".
(2) La fonctiony : ' — R" est continue.
On appelle le vecteur(a) la normale extérieuren a.

DemonsTrATION. Soita € T, et soientJ ety comme dans la définition 5.12. On

pose
Wa) =~
Vy(a)]
Il suit du lemme 5.14 que(a) vérifie les propriétés (a) et (b). En plus, il suit de la
démonstration de la proposition 5.17 gu{a) vérifie aussi (c). On a donc démontré
I'existence du vectewr(a).
Inversement, s¥ est un vecteur vérifiant les propriétés (a)-(c), aloysriiplique

Ve (TaD)" = (Vy(a) =R Vy(a),

c.a.d.v et Vy(a) sont linéairement dépendants. La propriété de nasatibn (a) et
la propriété (b) impliquent que = v(a).

La continuité de I'applicatiorr suit de le définition de’ et de la continuité de
V. |

Dans la suite on pose

BI) ={AeBR" :AcT}

la tribu borélienne d€, et

CYQ) :={ue CYQ) : uetVuadmettent un prolongement
continue suKl}

TueoremE 5.19 (Théoréme principale dai$). Il existe une mesure unigue:
B(') — R, sur le bord de telle que pour toufl < i < n et pour tout ue C1(Q2) on

fDiu dx= fum do.
Q r

DimonsTRATION. Sans démonstration. O

ExempLe 5.20. SoitQQ = B,(R) la boule de dimension et de rayorR > 0. Alors
ce théoreme principale suit du théoreme 5.9. Dans ce @ la mesure de surface
sur la sphers,_1(R).

CoroLLAIRE 5.21 (Intégration par partiefSoient u, \e cl(g_z). Alors

ijuvdx:—qujv dx+fuw,- do.
Q Q r
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DemonstrATION. Le théoreme principal (théoreme 5.19) implique

ij(uv)dx:fuvvj do.
Q Q

L'assertion suit de I'égalité
ij(uv)dx:fD,-uvdx+qu,-vdx
Q Q Q

CoroLLARE 5.22 (Théoreme de GaussSoitQ c R" ouvert, borné, avec bord
régulier. Alors pour tout L C1(Q,R") on a

fdivu d/l:f(u,v) do,
Q r

DemonstrATION. Le théoreme principal (théoreme 5.19) implique

ZLDiUi di = Z];Uivi do
f(u,v) do.
r

O

avecdivu = Y[, Diu.
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